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Hem de començar aquesta columna de pro-
blemes de l’SCM/Notícies amb informaciones
tristes que ens agradaria no haver d’explicar.
Carles Romero i Chesa, que havia estat el
responsable de la secció durant molts anys, va
traspassar al mes de desembre. El Carles va ser
una persona molt activa a la Societat Catalana
de Matemàtiques, no només col·laborant en
aquesta secció, sinó també treballant activa-
ment en l’organització de l’Olimpíada Matemà-
tica Catalana i altres esdeveniments, sobretot
relacionats amb l’ensenyament secundari. Era
un entusiasta de la geometria i tenia un gust
especial per la docència. Jo vaig tenir la sort de
coincidir amb ell quan tenia quinze anys, l’estiu
del 2010, quan ell impartia una de les sessions
de preparació per a l’Olimpíada Matemàtica
Internacional, a la UPC. Encara conservo les
seves notes i els seus problemes d’aquell dia, on
ens va parlar del cercle d’Apol.loni.

Voldríem, doncs, que aquesta columna estigués
dedicada a la seva memòria, i és per això que
hem fet una tria especial de propostes centrades
en la geometria, la branca que a ell li agradava
més i en la qual era un veritable expert. El
primer problema és un que ens havia proposat
en aquelles sessions, ja fa més de deu anys,
al voltant de construccions geomètriques, un
dels seus temes preferits. Hem inclòs també
dues propostes de problemes de geometria
dels nostres col·laboradors habituals, Miquel
Amengual i Joaquim Nadal, i una desigualtat
una mica atípica amb nombres complexos (i
amb un gust geomètric) que ens proposa el José
Luis Díaz.

Pel que fa a les solucions, n’hem rebut de
Miquel Amengual, Pere Martínez i Joaquim
Nadal. Els agraïm a tots la dedicació, el

temps dedicat i les seves boniques solucions.
En publiquem una selecció. Demanem també
disculpes si no hem esmentat alguna de les
persones que ha enviat solucions; el motiu és
que entre aquests dos números hi ha hagut
menys temps de l’habitual i hem hagut de
finalitzar la redacció de la columna poques
setmanes després de la publicació de l’edició
anterior.
Us animem a tots a enviar les vostres propostes,
tant de problemes com de solucions. S’han
d’enviar preferiblement en TEXo LaTEX, i, així
mateix, cal adjuntar els dibuixos corresponents
en un format que sigui editable. Agrairem que
sigui així per facilitar una ràpida i eficaç edició
dels fitxers; gràcies! Les solucions i propostes de
problemes envieu-les a

riverosalgado@gmail.com.

Problemes proposats
A173. (Proposat, fa uns anys, per Carles
Romero i Chesa.)
Sigui T un punt interior a un cercle de centre
O, amb T 6= O, i sigui E la intersecció de
la recta TO amb el cercle, de manera que el
centre O pertany al segment determinat per T
i per E. Determineu com trobar una corda BS
del cercle, que contingui T , i de manera que
BE = BS.

A178. (Proposat per Miquel Amengual Covas,
Cala Figuera, Mallorca.)
Sigui D un punt interior del costat BC d’un
triangle ABC i siguin P , Q punts del segment
AD. Les rectes BP i BQ tallen el costat CA
en els punts E i G, respectivament. Les rectes
CP i CQ tallen el costat AB en els punts
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F i H, respectivament. Suposem BF
F H = CE

EG .
Demostrau que BD = DC.

A179. (Proposat per José Luis Díaz Barrero,
UPC, Barcelona.)
Sigui z un nombre complex que satisfà |z−1| >
2. Proveu que |z3 − 1| > 1.

A180. (Proposat per Joaquim Nadal i Vidal.
Llagostera, Girona.)
A l’interior del triangle equilàter ABC tenim
un punt P tal que PA = 6, PB = 7 i PC = 5.
Trobeu l’àrea del triangle sense usar sistemes
d’equacions ni geometria analítica.

Solucions

A173. (Proposat per Miquel Amengual Covas,
Cala Figuera, Mallorca.)

Sigui ABCD un quadrilàter convex amb AB =
AD, ∠CAD = 3 · ∠BAC i ∠BCA = ∠BDC.
Provau que ∠BCA = 30◦.
Solució: (Solució de Joaquim Nadal i Vidal.
Llagostera, Girona.)
Posem AB = AD = p i ∠BAC = x. Sabem
també que ∠CAD = 3x. Com que ABD és
isòsceles, ∠ADB = ∠ABD = 90◦ − 2x. Per
comoditat, denotem ∠BCA = ∠BDC = y.
Podem expressar la mida dels diferents angles
en termes de x i y: ∠ACD = 90◦ − x − y,
∠DBC = 90◦ + x − y, ∠ABC = 180◦ −
(x + y). Aplicant el teorema del sinus a ACD,
obtenim

AC

sin(90◦ − 2x+ y) = p

sin(90◦ − x− y) ,

i fent ara el mateix a ABC,

AC

sin(x+ y) = p

sin y .

Dividint les dues expressions,

cos(2x− y)
cos(x+ y) = sin(x+ y)

sin y .

Si desenvolupem la igualtat (ometem aquí els
càlculs), arribem a

sin(2x)(1− 2 cos(2y)) = 0.

Si sin(2x) = 0, s’arriba immediatament a una
contradicció. Aleshores ha de ser cos(2y) = 1/2,

la qual cosa implica que 2y = 60◦ i, per tant,
y = 30◦, com es volia provar.

Hem volgut incloure també la solució del
proponent, de caràcter més sintètic.
SiguiM el punt mitjà del segment BD. Llavors
AM ⊥ BD i ∠BAM = ∠DAM .
Atès que ∠CAD = 3 · ∠BAC, serà ∠BAC =
∠CAM .
Sigui N el peu de la perpendicular des de B
a AC, indiquem per E el punt d’intersecció de
BN amb AM i per F el punt d’intersecció de
AM amb CD.
Posem ∠BCA = ∠BDC = ϕ.
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Atès que MF ⊥ BD, serà ∠MFD = 90◦ − ϕ.
I atès que BE ⊥ AC, ∠CBE = 90◦ − ϕ.
Així, doncs,

∠CBE = ∠MFD = ∠EFD.

En conseqüència, el quadrilàter BCFE és cíclic
amb

∠BEC = ∠BFC. (1)

D’altra banda, del fet que ∠BAC = ∠EAC i
AC ⊥ BE se’n dedueix BN = NE. D’això se
segueix que el triangles CBN i CEN són iguals
amb

∠CEN = CBN
= 90◦ − ϕ.

Aleshores,

∠BFC = (per (1)) = ∠BEC
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i, per tant,

∠BFC = ∠CBE = ∠CBN = 90◦ − ϕ.

Finalment, el teorema de l’angle exterior apli-
cat al triangle isòsceles BFC, en el qual
∠DBF = ∠BDF = ∠BDC = ϕ, dona

∠BFC = 2ϕ.

Per tant, 90◦ − ϕ = 2ϕ i ϕ = 30◦.
És a dir: ∠BCA = 30◦.
A174. (Proposat per José Luis Díaz Barrero,
UPC, Barcelona.)
Determineu totes les funcions f : R −→
R que, per a qualssevol nombres reals x, y,
satisfan

(f(x)− f(y))2 ≤ |x− y|3

Solució: (Solució de Pere Martínez. L’Hospi-
talet de Llobregat.) Notem en primer lloc que
la funció és contínua (i, de fet, uniformement
contínua). La funció també és derivable; de fet,
com que ∣∣∣f(x+ h)− f(x)

h

∣∣∣2 ≤ |h|,
la derivada a qualsevol punt existeix i és
zero. Per tant, f és una funció derivable amb
derivada zero arreu, la qual cosa vol dir que f
ha de ser constant.
D’altra banda, és immediat comprovar que
qualsevol funció satisfà la condició de l’enun-
ciat.
A175. (Proposat per Oriol Baeza Guasch,
estudiant del grau de Matemàtiques de la
UPC.)
L’Arnau i la Berta tenen una bossa amb 2021
pedres. Per torns, i començant per l’Arnau,
en treuen unes quantes de la bossa seguint
dues condicions: (a) no poden treure més de
5 pedres per torn, i (b) no en poden treure el
mateix nombre que l’anterior jugador. Guanya
qui treu l’última pedra. Determineu qui té una
estratègia guanyadora.
Solució: (Solució del proponent.)
És immediat comprovar que l’Arnau guanya
si el nombre de pedres és 6 o inferior. Amb
7 guanya la Berta: si l’Arnau en treu p, amb

p ≥ 2, ella en treu 7 − p; i si l’Arnau en treu
1, ella en treu 3, i l’Arnau perd. Com que 7 és
una posició perdedora, tothom que hi arribi no
podrà guanyar. Aleshores, l’Arnau guanya si el
nombre de pedres és 8, 9, 10, 11 o 12. Amb 13,
en canvi, perdrà: si no treu 3 pedres, la Berta
pot forçar una situació on en quedin 7 després
del seu torn, i aleshores n’ha de treure 3; la
Berta després en treu 5, de manera que si en el
seu segon torn l’Arnau n’agafa p, ella guanyarà
traient 5− p.

Procedim ara per inducció. La nostra hipòtesi
és que si el nombre de pedres és més petit o
igual que 13k, la Berta guanya si i només si el
nombre és congruent amb 0 o amb 7 mòdul 13.
Com que 13k és una posició perdedora, tenim
que l’Arnau guanya per 13k + i, per 1 ≤ i ≤ 5.
Per 13k + 6, l’Arnau agafa 3 pedres; si després
la Berta n’agafa i ∈ {1, 2}, l’Arnau en treu
3 − i i guanya; si la Berta n’agafa i ∈ {4, 5},
l’Arnau en treu 9 − i i s’arriba a 13k − 6, una
posició perdedora. Per 13k + 7, si l’Arnau treu
i ∈ {2, 3, 4, 5}, la Berta treu 7 − i i guanya; si
en treu una, la Berta n’agafa 3; ara l’Arnau no
pot agafar ni 1 ni 2, ja que la Berta el portaria
a 13k, ni 4 ni 5, ja que la Berta el portaria
a 13k − 6. D’aquesta manera, l’Arnau guanya
per 13k + i, per 8 ≤ i ≤ 12. Finalment, per
13k + 13, si no treu 3 pedres, la Berta el pot
portar a 13k + 7; si en treu 3, la Berta n’agafa
5; si després l’Andreu en treu i, ella n’agafa 5−i
i guanya. Això conclou la inducció.

Com que 2021 = 13 · 155 + 6, l’Andreu té una
estratègia guanyadora.

A176. (Proposat per Joaquim Nadal i Vidal.
Llagostera, Girona.)

Sigui ABCD un paral·lelogram d’àrea S i
siguin K, L, M i N els punts mitjans de AB,
BC, CD i DA, respectivament. Siguin E =
AL ∩ DK, F = AL ∩ BM , G = CN ∩ BM
i H = CN ∩DK. De la mateixa manera, siguin
P = CK ∩DL, Q = AM ∩DL, R = AM ∩BN
i T = BN ∩ CK.

(a) Proveu que EFGH és un paral·lelogram i
trobeu-ne l’àrea.

(b) Trobeu l’àrea de l’octògon obtingut quan
s’intersequen els paral·lelograms EFGH i
PQRT .

SCM/Notícies 50 117



Solució: (Solució de Miquel Amengual Covas,
Cala Figuera, Mallorca.)

(a) Atès que ABCD és un paral.lelogram, veiem,
per una banda, que AB = CD i

BL =
(1

2BC = 1
2DA

)
= DN,

i, per l’altra, que
∠ABL = (∠ABC = ∠CDA) = ∠CDN.
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Com a conseqüència, els triangles ABL i
CDN són iguals (costat - angle - costat) amb
∠BLA = ∠DNC. I, atès que BC ‖ DA, serà
∠DNC = ∠BCN (per alterns interns).
Així, doncs, ∠BLA = ∠BCN i, per tant,
AL ‖ NC.
És a dir:

EF ‖ GH.

Repetint ara per a AKD i CMB el rao-
nament que acabam de fer per a 4ABL i
4CDN , tindrem:

EH ‖ FG.

Per tant, EFGH és un paral.lelogram.
La disecció següent de ABCD,

B C

DA

G
F

H
E

dona immediatament

[EFGH] = 1
5S,

on d’ara en endavant [. . .] denota l’àrea
d’una figura plana.

(b) Designem per O1, O2 els respectius centres
dels paral.lelograms ABLN , BCMK. Tenim

[AO1N ] = 1
4 [ABLN ] = 1

8 [ABCD]
= 1

4 [BCMK] = [BO2K]
i ens queda

[AO1N ] = [BO2K] = S

8 . (2)

D’altra banda, sigui {X} = AL ∩ KC i
{Y } = BN ∩KD. Del teorema de Menelau
aplicat a les dues tríades de punts KXC,
KYD sobre els costats dels triangles ABL,
ABN , se’n dedueix que
AK

KB
· BC
CL
· LX
XA

= 1, AK
KB

· BY
Y N

· ND
DA

= 1.

Com que AK
KB = 1 i BC

CL = DA
ND = 2, resulta

XA

LX
= 2 = BY

Y N

que es pot escriure, d’una manera equivalent,
XA

LA
= 2

3 = BY

BN
.

I com que els trianglesKXA iKLA tenen la
mateixa altura corresponent al vèrtex comú
K, la raó de les seves àrees és la mateixa
que la de les bases XA i LA. Anàlogament
amb 4NYD i 4NBD. Per tant, [KXA] +
[NYD] es pot expressar com a

2
3 [KLA] + 1

3 [NBD]

2
3

(
1
2 [ABL]

)
+ 1

3

(
1
2 [DAB]

)
1
3

(
[ABL] + 1

2 [DAB]
)

(
[ABL] = S

4 , [DAB] = S
2

)
= 1

6S.

Sumant aquesta igualtat amb (1) obtindrem
la igualtat següent:

[BO2K]+[KXA]+[AO1N ]+[NYD] = 5
12S.

B C
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Finalment, atesa la simetria d’un paral-
lelogram respecte del seu centre, és clar que
es compleix que S es pot expressar com a

SO + 2 · ([BO2K] + [KXA])
+2 · ([AO1N ] + [NYD])
= (per (2) ) = SO + 5

6S,

on SO és làrea de l’octògon. D’aquí es
dedueix que

SO = 1
6S.
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